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     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 y   N × k      i  y!i = (yi1, . . . , yik)ǡ   µ 
 N × k   i  µ!i = (µi1, . . . , µik)ǡ  kǦ   
µij ≥ 0ǡ
∑k
j=1 µij = 1Ǥ   µǡ   yi    
   µi  ϐ   niǣ
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͟Ǥ͠ ĉĎĘĈėĊęĊ ĉĆęĆ ĆĚČĒĊēęĆęĎĔē ĘęėĆęĊČĞ Ćēĉ ęĜĔ
ĎććĘ ĘĆĒĕđĊėĘ
	      ǡ       α = (α1, . . . ,αk)
   θ = (ω,λ)ǡ  ω =
∑k
j=1 αj     
λ = (λ1, . . . ,λk)      λj = αj/ωǤ   ǡ    
   λ  ω    
λ ∼ (δ1, . . . , δk), ω ∼ pi0. ȋ͟Ǥ͠Ȍ
  y   θǡ  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  
Ǥ  yij > 0ǡ  ϐ      vij =
(vij,1, . . . , vij,yij)
Pr(vij,m = 1 | y, θ) = ωλj
ωλj +m− 1 , m = 1, . . . , yij;
  yij = 0ǡ  vij  ϐ  Ǥ
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      Ǧ
 Ǥ    y  θǡ   µǡ    
  N     αj    j  j = 1, . . . , kǡ    
     Ǧ Ǥ  ǡ  
    jǡ               
͡
Ǥ   yij         i  jǡ   
 vij,m   m ȋm = 1, . . . , yijȌ      
   ǡ    vij,m = 1ǡ          
  Ǧ ǡ    vij,m = 0Ǥ ǡ    
 yij = 0ǡ  vij        ǡ   yij > 0ǡ  vij,1 = 1
  ϐ         Ǥ
 v = {vij}i,j ǡ     Ǧ  p(y, v | θ)   
p(v | y, θ)p(y | θ)ǡ       p(y | θ)Ǥ  Γ(x+ 1) = xΓ(x)ǡ













         1  yij = 0Ǥ      Ǧ
      ǡ   ǡ  
      Ǧ  ǡ   
ω  λ   ȋ͟Ǥ͡ȌǤ    ȋ͟Ǥ͡Ȍ       Ǥ
      
      Ǥ Ǧ




m=1 vij,mǡ   ∑yij
m=1 vij,m = 0  yij = 0ǡ    (z, θ)  (z′, θ′)    
        θ′ 














          ǡ  j =
1, . . . , kǡ











    ȋ͟Ǥ͢ȌȂȋ͟ǤͣȌ   
 Ǥ    z =
͢
(z1, . . . , zk)       ǡ       
 ϐ Ǥ  ϐ           
λ          λǡ      
      ωǡ       Ǧ
ǡ  Ǧ   Ǥ ǡ   p(ω | z, y) 
       ǡ     ȋͧͧͣ͟Ȍ  

    Ǥ
	    ȋ͟͟͠͞Ȍǡ    z′  θ′  y  ȋ͟ǤͣȌ   Ǧ
  Ǥ  ǡ     
x ∼ (N ; (p1, . . . , pN))        N   Ǧ
  bi ∼ (pi)ǡ       piǤ  Ǧ
          
ǡ           ϐ ϐǦ
  Ǥ  ǡ   y = (y1, . . . , yN)    Ǧ
      




         fj(·)      
 η = (η1, . . . , ηk)   Ǥ   Ǧϐ   y  
   z = (z1, . . . , zN)  
Pr(zi = j | y, η) = ηjfj(yi)
η1f1(yi) + · · ·+ ηkfk(yi) , j = 1, . . . , k.
 Ǧ    p(y, z | η) = ∏Ni=1∏kj=1 {ηjfj(yi)}1(zi=j)ǡ 
       
   Ǧ Ǧ
ͣ
            ȋ͟ǤͤȌǤ    Ǥ ȋͧͧͧ͟Ȍǡ
  ȋ͟͠͞͞Ȍǡ   Ǥ ȋ͠͞͞͠Ȍǡ    ȋ͟͠͞͠Ȍ
       Ǥ    Ǧ
   Ǧ        ϐ  ǣ 
   Ǥ   Ǧ ǡ    ȋ͟Ǥ͟Ȍ 

















 z     ωλj+(m−1)       ȋ͟ǤͥȌ  
   ȋ͟Ǥ͡Ȍǡ       Ǥ
    ǡ       
 
      Ǥ ǡ     θ Ǧ
ǡ     α      
p(α′j | α[−j], z, y), p(z′j | α′j,α[−j], z[−j], y) ȋ͟ǤͦȌ
 j = 1, . . . , kǡ  α[−j] = (α1, . . . ,αj−1,αj+1, . . . ,αk)  z[−j]   ϐǤ 
    ͟Ǥ͡Ǥ͠     ϐ    Ǧ
 λ     ω ǡ     
     Ǥ
͟Ǥ͡ ĊėċĊĈę ĘĆĒĕđĎēČ ĚĘĎēČ ćĔĚēĉĎēČ ĈčĆĎēĘ
͟Ǥ͡Ǥ͟ ĔĚēĉĎēČ ĈčĆĎēĘ
   ȋͧͧͤ͟Ȍ           
      ϐ Ǥ       
ͤ
              
 Ǥ           0ǡ   
  0           Ǥ   
ȋͧͧͤ͟Ȍ              
          Ǥ
 ǡ    ϐ   Ǥ   
   ȋͧͧͦ͟Ȍ  ¡Ú   ȋͧͧͧ͟Ȍ    
ȋ͢͠͞͞Ȍǡ  Ǥ          
      ȋͧͧͤ͟ȌǤ        xt 
   Ω   Ǧ   Xt        Ωǡ   
  xt ∈ Xtǡ            xt Ǣ 
 ȋ͢͠͞͞Ȍ        ϐǤ   
         ǡ      
       X0   Ǥ
ϐǡ    xt         
xt+1 = φ(xt, ut),
 φ      ut    ǡ   Ǧ 
Xt+1 = Φ(Xt, ut) ȋ͟ǤͧȌ
      φ(xt, ut) ∈ Φ(Xt, ut)   xt ∈ Xtǡ    	Ǧ
 ͟Ǥ͟ȋȌǤ           ǣ ϐǡ 
T = T0   ϐ T0   ͟ǡ X−T = ΩǤ ǡ     X−T 
  ȋ͟ǤͧȌ   X0ǡ    	 ͟Ǥ͟ȋȌǤ X0   
{x}ǡ  x            ϐ  φǤ Ǧ
ͥ
ǡ T = T ǡ T = T > Tǡ  T = 2Tǡ    ǡ
    u−T , . . . , u−T−1     u−T , . . . , u−1Ǥ
ȋȌ ȋȌ
-PN\YL ! H ;OL YLSH[PVUZOPW VM [OL IV\UKPUN JOHPU Φ(·, ut) [V [OL \UKLYS`PUN 4HYRV] JOHPU φ(·, ut) I
0SS\Z[YH[PVU VM JV\WSPUN MYVT [OL WHZ[ \ZPUN IV\UKPUN JOHPUZ
 ϐ        ǡ      z ' z˜
 zj ≤ z˜j ǡ α ' α˜αj ≤ α˜j ǡ   j = 1, . . . , kǤ    θ ' θ˜α ' α˜ǡ 
(z, θ) ' (z˜, θ˜)  z ' z˜  θ ' θ˜Ǥ        














min = (0, . . . , 0).
     zmin   0ǡ     yij > 0ǡ  vij,1 = 1ǡ  zminj  
      j   yǤ       
 ǡ               Ǥ
͟Ǥ͡Ǥ͠ ĔĒĕĔēĊēęǦĜĎĘĊ ĆđČĔėĎęčĒ
	  ϐ ǡ      (α1, . . . ,αk)   (ω,λ)Ǥ 
   ǡ   ϐ      ω   
 Ǥ
ͦ








   αj  s˜j ≥ sj ǡ  δ1, . . . , δk      ȋ͟Ǥ͠ȌǤ
	   







Γ (αj + sj)




# $=j α#ǡ          ͟ǡ  




j=1 δj   b1Ǥ
  ǡ         ͟ Þ ȋͧͧͧ͟Ȍǡ
       ͟     αj Ǥ
 ͟Ǥ  X  Y       f  gǡ Ǧ
ǡ       ν Ǥ  SX = {x : f(x) > 0}  SY = {x : g(x) > 0}Ǥ
   h ϔ     x ∈ SX ∪ SY ǡ
h(x) =

0 x ∈ SCX ∩ SY ,
f(x)/g(x) x ∈ SX ∩ SY ,
∞ x ∈ SX ∩ SCY ,
ȋ͟Ǥ͟͠Ȍ
X   Y ǡ  ǡ Pr(X ≤ c) ≤ Pr(Y ≤ c)   cǤ
Ǥ 	 h(x)     xǡ       x1 ∈ SCX ∩ SY ǡ x2 ∈ SX ∩ SY ǡ 
x3 ∈ SX ∩SCY ǡ  x1 < x2 < x3Ǥ ǡ  c ∈ SCX ∩SY ǡ Pr(X ≤ c) = 0 ≤ Pr(Y ≤ c)Ǥ
ǡ  c ∈ SX ∩ SCY ǡ  Pr(Y ≤ c) = 1 ≥ Pr(X ≤ c)Ǥ
    c ∈ SX ∩ SY Ǥ  A = {X ∈ SY }Ǥ  1(Y ≤ c)    Y
ͧ
 h(Y )  ǡ
0 ≥  {1(Y ≤ c), h(Y )} = Pr({X ≤ c} ∩ A)− Pr(Y ≤ c) Pr(A),
 Pr({X ≤ c} ∩ A) ≤ Pr(Y ≤ c).  Pr({X ≤ c} ∩ AC) = 0ǡ   c ∈ SX ∩ SY 
x ∈ SX ∩ SCY ǡ  x > cǤ ǡ Pr(X ≤ c) ≤ Pr(Y ≤ c)   cǤ
 α˜[−j] , α[−j]  z˜ , zǡ      αj  (y, z˜, α˜[−j]) 
     αj  (y, z,α[−j])Ǥ     Ǧ
          ǡ   
       ǡ      Ǥ 
  z  (α, y)   (0, 1)   uim  i = 1, . . . , N 















  z˜j ǡ       u   αj  α˜j ǡ    
 α˜j ≥ αj ǡ    z˜j ϐ z˜j ≥ zj Ǥ
          ǡ    
       Ǥ      Ǧ
Ǥ 	ǡ     αj   α[−j]ǡ     Ǧ 
 Ǧ
ǡ      {zt, t = 1, . . .}      ǡ  t
    Ǥ ǡ       
zǡ      θ       ǡ 
     z  Ǥ ǡ  αj   
   θ    ǡ Pr(αj > αj ) = 1  Ǧ
  tǡ U L       Ǣ   
͟͞
  Þ ȋͧͧͧ͟ȌǤ
ǡ     ǡ         αǡ 
       α αǡ   z = zmax  
   z = zmin     ǡ    α[−j] , α [−j]
  jǤ  Ǧ   ȋ͟Ǥ͟͟Ȍ      
        αj       α[−j]Ǥ
͟Ǥ͡Ǥ͡ ĊĈęĔė ĆđČĔėĎęčĒ
      ǡ     Ǥ  ϐ 
       ǡ      
  Ǥ             
        Ǥ 	ǡ  
ω ∼ p(ω | y, z), ω ∼ p(ω | y, z). ȋ͟Ǥ͟͢Ȍ
ǡ     ȋ͟Ǥ͟͢Ȍ       pi0ǡ   
ϐ  ͟Ǥ ǡ  j = 1, . . . , kǡ  
γj ∼ 
(δj + zj , 1), γj ∼ 
(δj + zj , 1). ȋ͟Ǥͣ͟Ȍ








# ǡ     
  Ǧ   p(α | y, z)  p(α | y, z)ǡ    ȋ͟Ǥ͢ȌǤ
ǡ      α ' αǤ   γj ≤ γj   jǡ   Ǧ




















# ǡ   ω < ωǤ
ǡ         α ' α
͟͟












 z = z     ǡ  αj = αj   j = 1, . . . , kǡ  
      z  αǤ
      α  ȋ͟Ǥ͟͢ȌȂȋ͟Ǥͤ͟Ȍ    z 
α  y      ǡ  (zt, θt) ∈ Zt × Θtǡ  Zt = {z :
zt ' z ' zt }  Θt = {θ : θt ' θ ' θt }Ǥ ǡ    ω ∼ p(ω | y, zt) 
γj ∼ 
(δj+zt,j, 1)ǡ  zt,j   j   z   tǡ  ω,ω, γ, γ













  θt+1 ∈ Θt+1Ǥ  z  ȋ͟Ǥ͟͡Ȍ   zt+1 ∈ Zt+1Ǥ
         ǡ      Ǧ
ǡ Ǧ  Ǣ   ͟ǤͣǤ ǡ   
    Ǧ      
ǡ       ͟Ǥͣǡ     
 ͟Ǥ͢Ǥ
͟Ǥ͢ čĊĔėĊęĎĈĆđ ėĊĘĚđęĘǣ ĔĒĕĔĘĎęĊ ćĔĚēĉĎēČ ĈčĆĎēĘ
  ǡ     p(θ | y)ǡ   Ǧ
 p(z, θ | y)Ǥ   ǡ     z   ǡ    

 ȋͧͧͦ͟Ȍ       Ǥ    
      xt+1 = φ(xt, ut)  xt+1 = ψ(xt, vt)ǡ
͟͠
 ut  vt     xt = (zt, θt)Ǥ     Xt - xt 
   Xt+1 = Φ(Xt, ut) Xt+1 = Ψ(Xt, vt)Ǥ 
       Xt = Zt ×Θtǡ  zt ∈ Zt  θt ∈ ΘtǤ
        θǡ        Θt  
Ǥ ǡ Φ    Zt     Ψ  Θt   
Zt   ǡ   Φ Ψ      Ǥ
    ǡ       (z, θ)   Φ  
  θ Ψ     zǤ
     (M−1)Ǧ Φ◦ · · ·◦Φ = ΦM−1
  ǦM > 1ǡ     ΨǢ    
   Ǥ  ǡ  ǡ      
Ψ ◦ ΦM−1Ǥ
          ϐ x ' x˜⇒
ψ(x, v) ' ψ(x˜, v)     vǤ 	  ǡ      Ǧ
    Ǥ  ǡ   B        
vǡ B(X, v) ⊆ B(X˜, v)X ⊆ X˜ Ǥ
 ͠Ǥ    Φ   Ǧ    ͣǤͥǤͤ  Ψ  
    ͣǤͥǤͥǡ   Φ Ψ    Ǥ
Ǥ            z ' z˜  α[−j] ' α˜[−j]ǡ 
ȋȌ p(αj | y, z˜, α˜[−j])   p(αj | y, z,α[−j])ǡ ȋȌ p(ω | y, z˜) 
 p(ω | y, z)ǡ  ȋȌ 
ȋδj + z˜j, 1Ȍ   
ȋδj + zj, 1ȌǤ
ǡ    x˜ ' x ' x ' x˜       Ǧ
              ͟Ǥ͡Ǥ͠
 ͟Ǥ͡Ǥ͡Ǥ
         Ψ ◦ ΦM−1ǡ     Zt
͟͡
  ǡ Ψ  Zt+1 ×Θt+1    ǣ
Ψ({z}×Θ, v) = {z′}× {θ′} ȋ͟Ǥͥ͟Ȍ
  z,Θ, vǤ            θǤ 
   ǡ        θ   
   z       Ǥ        
          
      θ      Ǥ
     τ = min (t : Xt = {x})ǡ  t    
 Φ Ψ  ǡ  ǡ  ϐ    t 
Xt+1 =
 Φ(Xt, ut),  t+ 1 1≡ 0;Ψ(Xt, vt),  t+ 1 ≡ 0. (mod M) ȋ͟Ǥͦ͟Ȍ
         Ψ  Ǥ    ǡ 
    Ψǣ
X0 = Ψ(Ωx, v0). ȋ͟Ǥͧ͟Ȍ
  ǦǦǦ ǡ   X−T = Ψ(Ωx, v−T )  T >
0Ǥ  t    ǡ   ǡ  
   τ     M    ǡ  
 τ     Ǥ      Ǥ
 ͟Ǥ  Φ  Ψ ϔ   ǡ   Ψ  Ǧ
   θ   ȋͣǤͣͩȌǤ ǡ ZM−1      z     
ϔ ΦM−1   |ZM−1|   ǡ      
͟͢
   ȋͣǤͣͪȌ  ȋͣǤͣͫȌ ϔ
M ≤ E(τ) ≤ M
Pr(|ZM−1| = 1) . ȋ͟Ǥ͠͞Ȍ
    Ǧǡ Φ  Ǧ
    ͟Ǥ͡Ǥ͠  Ψ       ͟Ǥ͡Ǥ͡Ǥ   
        ͟ Ǥ ǡ    φ  
     
   ȋ͟ǤͦȌ  ψ    
 ȋ͟Ǥ͢ȌȂȋ͟ǤͣȌǡ     ψ ◦ φM−1     
p(z, θ | y)ǡ  Ψ ◦ ΦM−1         
 Ǥ ǡ
       Ψ ◦ ΦM−1      
p(z, θ | y)Ǥ
   ͣǤ            
     ǡ   M        ϐ Ǥ
	   ǡ    τ       
    M/Pr(|ZM−1| = 1)Ǥ   ϐ   Ψǡ
Ψ0ǡ  ϐ X = Ωx = Ωz × Ωθ    Ωx ΨǤ  ǡΨ0(X, v) =
Ψ(Ωx, v)  X Ǥ   Ψ0    ǯ  ǡ   
  
· · · ◦Ψ ◦ ΦM−1 ◦Ψ ◦ ΦM−1 ◦Ψ0.
 Ψ     θǡ  Z       ΦM−1ǡ 
Ψ   Θ      Ǥ       ǯ

· · · ◦ (ΦM−1 ◦Ψ) ◦ (ΦM−1 ◦Ψ) ◦ (ΦM−1 ◦Ψ0) ȋ͟Ǥ͟͠Ȍ
   Z        ǡ      
ͣ͟
    Ψ  Z        (z, θ)Ǥ     Ǧ
   ǡ        ϐ  
 Ψ0   Ψǡ           ϐ
ǣ
· · · ◦ (ΦM−1 ◦Ψ0) ◦ (ΦM−1 ◦Ψ0) ◦ (ΦM−1 ◦Ψ0). ȋ͟Ǥ͠͠Ȍ
            
 ǡ   Ψ0   X    ǡ 
   ϐ   ǡ    Im  ZǦ
 m     ǡ  Pr(Im = 1) = Pr(|ZM−1| = 1)Ǥ
       ϐ Im = 1      
 M/Pr(|ZM−1| = 1)ǡ        M  
Ǥ
	ǡ  Φ  Ψ    ǡ      
ϐ         ǡZǦ  Ǧ
ϐ   ZǦ    ǡ    
 ȋ͟Ǥ͠͞ȌǤ
 M Pr(|ZM−1| = 1)    M ǡ  ͟
    Ǧ    M ǡ   Ǥ M 
 ǡ  Pr(|ZM−1| = 1)   ǡ         
 ǡ        Ǥ
ǡ M     Pr(|ZM−1| = 1) ≈ 1  Z    M
ǡ     Ǧ    Ǥ    ǡ  
         ȋ͟Ǥ͠͞Ȍ      M 
    Ǣ  	 ͟Ǥ͢Ǥ
ͤ͟
͟Ǥͣ ĚĒĊėĎĈĆđ ĎđđĚĘęėĆęĎĔē
          kǡ    niǡ 
   N ǡ       Ǥ  	 ͟Ǥ͠ȋȌǡ 
ϐ   k = 20        N = 5ǡ 30ǡ  100ǡ
     ni/k = 20ǡ 50ǡ  100Ǥ 	 	 ͟Ǥ͠ȋȌǡ  ϐ  
  N = 5      k = 20ǡ 50ǡ 100ǡ  200ǡ    
 ni/k = 20, 50ǡ  100ǡ   iǤ 	    N ǡ niǡ  kǡ    ϐ
100         1  α1, . . . ,αkǤ 	 ͟Ǥ͠
      Ǧ     Ǥ  
   M∗ǡ      Pr(|ZM∗−1| = 1) = 0.5ǡ     
M = M∗ǡ           ϐ
M∗ ≤ E(τ) ≤ 2M∗Ǥ ǡM∗        N ǡ kǡ
 ni/kǡ         ǡ      ϐ  
   ͠͞͞ǡ͞͞͞  Ǥ
ǡ      Ǥ N = 100ǡ  
  ͟͢    2.80 
 Ǥ         Ǧ
   ǡ ǡ         ǡ  
            
ȋ͟Ǥ͟͟Ȍ  ȋ͟Ǥ͟͢Ȍǡ             
  ǡ  Ǥ  ǡ     
     kǡ   Ǧ    
 Ǥ
       ǡ  ϐ   ϐ ǡ 
  ͟Ǥ͟ǡ       α1  α2Ǥ 	 ͟Ǥ͡
ͥ͟






















ni k = 20
ni k = 50
ni k = 100
ȋȌ
-PN\YL ! 7SV[ VM [OL KLWLUKLUJL VM LZ[PTH[LZ VMM∗ ^OLYL Pr(|ZM∗−1| = 1) = 0.5 VU [OL U\TILY
VM YV^Z N  [OL KPTLUZPVU k HUK [OL H]LYHNL JLSS JV\U[ ni/k 0U H [OL KPTLUZPVU PZ Ä_LK H[  HUK PU
I [OL U\TILY VM YV^Z PZ Ä_LK H[  ,Z[PTH[LZ VMM∗ HYL IHZLK VU  ZPT\SH[LK KH[H ZL[Z \UKLY LHJO
JVUKP[PVU HUK LYYVY IHYZ HYL ±2 Z[HUKHYK KL]PH[PVUZ LZ[PTH[LK ]PH IVV[Z[YHW
            ͟Ǥ͡Ǥ͡  
 ϐ ϐ  Ǥ  ͥ͡Ψ        105   Ǥ
         ϐ  ǡ      106
   Ǥ ǡ         
     ǡ   Ǧǡ Ǧ   
 Ǥ  ǡ       ǡ    Ǧ
ǡ         Ǥ
ǡ    ȋ͟Ǥͦ͟Ȍ   Ǥ 	 ͟Ǥ͢    
        ǡ  M Ǥ   
Ǥ             
ϐ    106 ǡ        
 Ǥ           ȋ͟Ǥ͠͞Ȍ   
 Ǥ   Pr(|ZM−1| = 1)        
ͦ͟
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ϐ   ͟ ϐ   ͠
 ͟  ͠  ͟  ͠
 ͟ ͣ ͟͞ ͟͞ ͠͞
 ͠ ͤ ͧ ͟͠ ͦ͟
 |ZM−1| = 1  200    Ǧ Ǥ   2.66
 ǡ
        16.0  16.1   ǡ
   0.2  ǡ   Ǧ  Ǧ ϐ
 ǡ Ǥ
Coalescence times (units, 104)
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Aj,k   (j, k)    n×nAǢ (σ)        Ǧ
 σǢ  Πn        {1, . . . , n}Ǥ    
     ǡ          
ϐ ȋ  Þǡ ͤ͠͞͞Ǣ   ǡ ͤ͠͞͞ȌǤ   Ǧ
       ȋͧ͠͞͞Ȍ    Ǧ
      {1, . . . , n}ǡ      
͠͞
{1, . . . , n}          ǡ       
       Ǥ  Aj,k = 1   j  kǡ   
  Γ(ω + n)/Γ(ω)Ǥ       ȋͧ͠͞͞Ȍ    Ǧ





ω + i− 1
)
, i = 1, . . . , n− 1,
 zi = 0   i  i+ 1     Ǥ
       ȋ͠͞͞͡Ȍǡ  Ǧ Ǧ
      Ǧ    ǲ  Ǯǯ
Ǥǳ        Ǥ     Ǧ
    y = (y1, . . . , yk)ǣ







 ȋ͟Ǥ͠͡Ȍǡ      a1, . . . , an      
    yj =
∑n
i=1 1(ai = j)Ǥ    ͟Ǥ͠ǡ    
  σ  p(y, σ | θ) = p(σ | θ) p(y | σ, θ)Ǥ     
p(y | θ) =∑σ p(σ | θ) p(y | σ, θ)     ȋ͟Ǥ͠͡ȌǤ
 ϐ  σǡ    {1, . . . , n}ǡ 
p(σ | θ) = Γ(ω)
Γ(ω + n)
ω(σ).
     ωǡ  λǡ        ω  Ǧ
    Ǥ       {1, . . . , n}
      Ǥ   Ci(σ) ⊆ {1, . . . , n}     Ǧ
    i   σǡ  i = 1, . . . , (σ)ǡ      ǡ 
͟͠
ǡ        Ǥ  Bij     
     i     jǢ  ǡ Bij = {am = j  m ∈ Ci(σ)}Ǥ
          σǡ   ϐ  
D = ∩(σ)i=1 ∪kj=1Bij Ǥ ǡ  σǡ        Ǧ
 








 1D      DǤ      λǡ   ωǤ 
     p(σ | θ) p(y | σ, θ)  σ  ȋ͟Ǥ͠͡ȌǤ
 Ǧ  ϐ  Ǧ     
Ǧ Ǥ 	ǡ        Ǧ
    ǲ  Ǯǯ Ǥǳ     Ǧ
       ϐ      
  ǡ         Ǧ
       Ǥ        
     σǤ
ǡ         ω      ǡ
    λ       Ǥ   
           Ǥ
ǡ      Ǥ    ǡ  Ǧ
  ω     ǡ        
  Ǥ           Ǧ
ǡ       ǡ  Ǥ ǡ 
  ω     ǡ   ϐ   Ǧ
       Ǥ
͠͠
͟Ǥͥ ĔēĈđĚĉĎēČ ėĊĒĆėĐĘ
          Ǧ  
  ȋǡ ͠͞͞͞Ȍǡ         
      Ǥ ǡ  ȋ͠͞͞͞Ȍǡ 
               Ǥ
ǡ      ͟Ǥ͢ǡ  Ǧ      
  Ψ ◦ ΦM−14 ◦Ψ0Ǥ
   ǡ       pi  θ ϐ ȋ͟Ǥ͠Ȍ  
  pi0  ω ϐ  ͟Ǥ    ǡ    
     Ǥ          
h(θ)        pi1Ǥ     
θ(1), . . . , θ(L)        pi    
 










              Ǧ
        piǡ     Ǧ
     pi1ǡ    Ǧ   Ǥ  
           Ǥ
     ϐ ǡ       ǦǦ
      ǡ      








            Ǧ
Ǥ     ǡ        
ϐ     Ǥ      
       ǡ     
               
͢͠
    ǡ           
    ϐ Ǥ
ǡ         Ǥ   
       ϐ       
Ǧ ǡ         Ǥ  
        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        Ǥ  
            Ǧ
   ǡ      ǡ   
 ȋͤ͠͞͞Ȍ  
  ȋ͟͠͞͠Ȍ      
  Ǥ ȋͦ͠͞͞Ȍ   Ǧ
 Ǥ  ǡ            
   ϐ   ϐ       
      ϐ     Ǥ   ǡ    Ǧ
          Ǥ ǡ 
            Ǥ
ͦ͠
	ǡ    
 ȋͤ͠͞͞Ȍǡ 
  Ǥ ȋͦ͠͞͞Ȍǡ 	ï  Ǥ ȋͧ͠͞͞Ȍǡ
    ȋ͟͠͞͠Ȍ    Ǧ     ǡ  
 ǣ         Ǥ       Ǧ
ϐ           ǡ
  Ǧ      ǡ       
     Ǥ      
      Ǥ
͠Ǥ͠ ĊċĎēĎēČ ĈĆęĆđĞęĎĈ ĕėĎĔėĘ
͠Ǥ͠Ǥ͟ ĔęĆęĎĔē
        ǡ        
      ǡ      
 Ǥ   f   ǡ ϐ     Ǧ
Ǥ        f(y | θ)ǡ  θ ∈ Rdf ǡ     
    f(θ)     Ǥ ǡ   Ǧ
           yǤ  ǡ   ∫
f(y | θ)f(θ)dθ = ∞Ǥ  ∫ f(y | θ)f(θ)dθ < ∞ǡ       
    f(θ | y) = f(y | θ)f(θ)/f(y)ǡ  f(y) = ∫ f(y | θ)f(θ)dθǤ
    ǡ   gǤ 	      ǡ  
g    Ǥ         g(y | φ)ǡ
 φ ∈ Rdg ǡ         g(φ)Ǥ     
 g(φ | y)  ǡ       g(y˜ | y)  
 y˜Ǥ
   pi  ϐ      Ǥ ǡ pi(θ | y)  
    θǡ      ǡ  pi(y˜ | y)  
ͧ͠
     y˜Ǥ
͠Ǥ͠Ǥ͠ ĊęęĎēČ ęčĊ ĘęĆČĊ
  ϐ      Ǥ
 ͠Ǥ͠Ǥ͟Ǥ  y = (y1, . . . , yn)   n    Ǧ
       ϐ  T (y)   Ǧ
B(θ)ǡ  
f(y | θ) = en{T (y)′B(θ)−C(θ)}f0(y).
    θ 
pi(θ)dθ ∝ en0{µ′0B(θ)−C(θ)}dθ.
         
pi(θ | y) ∝ f(y | θ)pi(θ)
∝ e{n0µ0+nT (y)}′B(θ)−(n0+n)C(θ),
     θ            n0 Ǧ
  ϐ  µ0Ǥ    Ǧ Ǧ  
 Ǥ
 ͠Ǥ͠Ǥ͠Ǥ     










, j = 1, . . . , n.
   xj   ϐ  ǡ    
     jǡmj 0ǡ   zj = 0Ǥ    
 ϐ      ǡ     
͡͞






















j=1mj      ǲǦ
ǳ   Ǥ              Ǧ
   kpˆ/n   k(1− pˆ)/n      
xj Ǥ    0 < pˆ < 1ǡ           
ǡ            n× 2   
     Ǧǡ  ϐ  Ǥ   Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ
 ϐ  Ǧ       Ȃ Ǧ
ǡ              
           
Ǥ
͠Ǥ͠Ǥ͡ ĆęĆđĞęĎĈ ĕėĎĔėĘ
 ϐ             Ǥ
ȋͧͧ͟͟Ȍ        Ǥ     
        ǡ       
    ͠Ǥ͢Ǥ
ϐ ͟Ǥ        {f(y | θ), f(θ)}    
 {g(y | φ), g(φ)} 




g(y | y) log f(y | θ)dy
}
, ȋ͠Ǥ͟Ȍ
 g(y | y) =
∫
g(y | φ)g(φ | y)dφ       yǡ  τ
͟͡
   Ǥ ȋ  Ǯǯ      y     Ǧ
ǤȌ
      ǡ         
     
piτ (θ | y) ∝ f(y | θ)piτ,y(θ).
     g(y | y)  ȋ͠Ǥ͟Ȍǡ       ǡ
      Ǥ           
ǲǳ          Ǥ ǡ 
  ǡ       ǡ      y  Ǧ
  (y1, y2)ǡ  ϐ y1   y2      ϐ
y2   y1ǡ        (y1, y2) Ǥ   
        ϐ     gǤ
       f(θ)  ȋ͠Ǥ͟Ȍǡ      ǦǦ
 Ǥ  J         θ 
ψǡ





g(y | y) log f{y | θ(ψ)}dy
]





g(y | y) log f(y | ψ)dy
}
f(ψ).
   piτ,y(θ)         Ǥ 
 ǡ  f(y | θ)       ϐ  T (y)ǡ
  ͟     ȋͧͥͧ͟Ȍ    τ > 0 Eg{T (y)|y} =
͡͠
∫






g(y | y) log f(yp | θ)dy
}
dθ <∞.
͠Ǥ͠Ǥ͢ ĝĆĒĕđĊĘ Ĕċ ĈĆęĆđĞęĎĈ ĕėĎĔėĘ
 ͠Ǥ͠Ǥ͟ ȋȌǤ     f(θ) ∝ 1ǡ   log f(y | θ) =
T (y)′B(θ) − C(θ)ǡ        θǤ    τ = n0ǡ   
    Eg{T (y) | y} = µ0   y ȋ ǡ    g 
 g(y | y) = g(y)Ȍ     
pi(θ) ∝ en0{µ′0B(θ)−C(θ)}
    piτ,y(θ)Ǥ 	 ǡ    (a, b)    (n, θ)
ǡ    f(y | θ)  (θ)ǡ  τ = a + bǡ   g  
Eg(y|y) = a/(a+ b)Ǥ
 ͠Ǥ͠Ǥ͠ ȋȌǤ ǡ     f(θ) ∝ 1ǡ   
        
zj | φ,mj, xj ∼ (mj,φ),
 φ      ǡ   g(zj | φ,mj, xj) = g(zj | φ,mj)Ǥ 	Ǧ





j=1(mj − zj))Ǥ ǡ  z = (z1, . . . , zn)      Ǧ
Ǥ ǡ












ǡ   jǡ








ǡ      Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ          
     τ = k/nǤ
 ͠Ǥ͠Ǥ͡Ǥ      y = (y1, . . . , yn) 
y | θ ∼ N(θ, σ2In), ȋ͠Ǥ͠Ȍ
 θ = (θ1, . . . , θn)ǡ In   n×n  ǡ    σ2    
Ǥ   Ȃ 







 y¯    ǡ         
θˆi = yi  n ≥ 4ǡ       ϐǢ     ȋͧͤ͟͟Ȍǡ
 ȋͧͤ͟͠ǡ  ǯ Ȍǡ     ȋͧͥ͟͡Ȍǡ  
Ǥ
      ȋ͠Ǥ͠Ȍ        Ȃ
ǡ         y ∼ N(µg1n, σ2gIn)ǡ  1n  
nǦ   Ǥ 	 ǡ  σ2g   ȋ
 σ2g      ǡ         σ2g    
Ȍǡ     g(µg) ∝ 1Ǥ     σ2      ǡ
 ϐ    Ǧ y       yǤ   
͢͡
 ǡ     y  y | y ∼ N(y¯1n, σ2g(1 + 1/n)In)Ǥ










  θ ∼ N(y¯1n, τ−1σ2In)Ǥ     θ    














    Ǧ      ϐ  
 Ǥ     
{(y1, w1), . . . , (yn, wn), (y1, w1), . . . , (ym, wm)},
 y = (y1, . . . , yn)     w = (w1, . . . , wn)ǡ   
 y = (y1, . . . , ym)  Ǧ   w = (w1, . . . , wm)Ǥ 
   wi = 1  wj < 1   i  jǡ   Ǧ  
   ϐ   ϐ Ǥ       
wi    f(yi | wi, θ) = {f(yi | θ)}wi ǡ  f(yi | θ)     yi  
Ǥ      Ǧ yǡ      f(y | w, θ)  
ͣ͡
      f(θ)     








f(yj | wj, θ)
}
f(θ). ȋ͠Ǥ͡Ȍ
  Ǧ y   ǡ       Ǧ
  gǤ     y     ϐ    θǡ
  f(θ)
∏m
j=1 f(yj | wj, θ)Ǥ ǡ       yǡ
      g(y | y)     Ǥ
 ǡ   f(θ | {y, w}, {y, w})  g(y | y)ǡ    
p(θ | y) =
∫
f(θ | {y, w}, {y, w})g(y | y)dy. ȋ͠Ǥ͢Ȍ
       ȋǡ ͧͦͥ͟Ǣ   ǡ ͠͞͞͠ȌǤ 
   ǡ          Ǥ 	
ǡ      ǡ    ϐ    Ǧ
        Ǥ ǡ Ǧ 
     ǡ         Ǧ
           Ǥ ǡ   y
            g(y | y)Ǥ ǡ
            
  Ǥ 	ǡ  Ǧ     ǡ   
Ǥ ǡ       ȋȌ  g 
     ȋȌ  f         
Ǥ      ǡ        
 ǡ          ȋǡ ͧͧ͟͢ȌǤ ǡ 
           ǡ 
ͤ͡
     ϐ     Ǥ
 ǡ ȋ͠Ǥ͢Ȍ         ϐ ͟Ǥ  
  ȋ͠Ǥ͢Ȍ    Ǧ   ϐ  mǡ      
      mǤ     Ǧ   ȋ͠Ǥ͢Ȍ  
m →∞Ǥ  ǡ      ǡ      
 m   Ǥ       wj = τ/m   jǤ  
ǡ       
f(yj | wj, θ) = {f(yj | θ)}wj = {f(yj | θ)}τ/m.








log f(yj | θ)
→ τ
∫
g(y | y) log f(y | θ)dy
m→∞ǡ   yj        g(y | y)Ǥ
    




g(y | y) log f(y | θ)dy
}
. ȋ͠ǤͣȌ
     ϐ   Ǥ
  Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ          ͧͦ͟͞
ǤǤ       ͧͥ͟͞   Ǥ    
 ϐ               
 Ǥ ǡ         Ǧ
  ǡ         
ͥ͡
   Ǥ      ǡ
   Ǣ  ǡ       
        Ǥ    ǡ
            ϐ
   piτ (y˜ | y)Ǥ
͠Ǥ͢ ēċĔėĒĆęĎĔē ĕĊėĘĕĊĈęĎěĊ
      ȋ͠ǤͣȌ 
log piτ (θ | y) = + log f(y | θ) + log f(θ)− τDy(θ), ȋ͠ǤͤȌ

Dy(θ) = Đđ{g(y | y), f(y | θ)} =
∫
g(y | y) log g(y | y)
f(y | θ)dy
  Ȃ  ȋ  ǡ ͧͣ͟͟Ȍ    
            Ǥ ǡ ȋ͠ǤͣȌ
               
             
  Ǥ
ϐ θˆτ ≡ argmaxθ log piτ (θ | y)   
θˆτ = argmax
θ




























        Ǥ   ǡ
 τ ǡ     τ 1/2(θ − θˆ)     















  ȋͧͤͥ͟Ȍ             
 Ǥ ǡ    τ → ∞ǡ         θˆǡ 
f(y | θˆ)ǡ   θˆ  θǡ   Ȃ     ǯ
       Ǥ      Ǧ
           
     Ȃ       
       Ǥ
          y˜   Ǧ
Ǥ     
piτ (y˜ | y) =
∫
f(y˜ | θ)piτ (θ | y)dθ,
 ǯ   
Đđ {h(y˜), piτ (y˜ | y)} ≤ Epiτ (θ|y) [Đđ {h(y˜), f(y˜ | θ)}] . ȋ͠ǤͥȌ
   h(y˜)  g(y˜ | y)ǡ   y˜       y   f
ͧ͡
 gǡ  
Đđ {g(y˜ | y), piτ (y˜ | y)} ≤ Epiτ (θ|y) {Dy(θ)} . ȋ͠ǤͦȌ
   ǡ  y˜           yǡ 
   h(y˜)  ȋ͠ǤͥȌ        y˜ǡ  ȋ͠ǤͥȌ   Ǧ
     h(y˜)    ǡ   
Ǧ  f(y˜ | θ∗)ǡ  θ∗  piτ (θ | y) ȋǡ ͧͥͦ͟ȌǤ  ǡ  
  θ∗   Đđ {h(y˜), f(y˜ | θ∗)} < Đđ {h(y˜), piτ (y˜ | y)}Ǥ ǡ  ȋͧͥͣ͟Ȍ
     ǡ     Ǧ
  ϐ        Ȃ   
      Ǥ
 ȋͧͥͣ͟Ȍ        p(y˜ | y) 
       f(y˜ | θ)  Ȃ ǡ 
           p(y˜ | y)Ǥ  ȋͧͥͣ͟Ȍ
            ǡ   
Ǥ ǡ         piτ,y(θ)ǡ     
     piτ (θ | y)     
piτ (y˜ | y)      Ǥ      ǡ  




f(y | θ)f(θ)e−τDy(θ)dθ < ∞  τ > 0Ǥ    piτ(c)(θ | y)
           

∫
pi(θ | y) log pi(θ | y)
f(y | θ)f(θ)dθ   Epi(θ|y){Dy(θ)} = c.
͢͞
   
Đđ{g(y | y), piτ(c)(y | y)} ≤ c. ȋ͠ǤͧȌ
Ǥ ǡ  ǡ  ȋͧͤͦ͟ǡ Ǥ ͥ͡Ȃͦ͡Ȍǡ         ∫
f(y | θ)f(θ)dθ = ∞Ǥ ǡ     ȋͧͦ͟͟ȌǤ 	ǡ ȋ͠ǤͧȌ    
ȋ͠ǤͦȌǤ
     
∂
∂τ
Epiτ (θ|y){Dy(θ)} = −piτ (θ|y) {Dy(θ)} ,
   piτ (θ|y) {Dy(θ)} > 0   τ ǡ Epiτ (θ|y){Dy(θ)}     τ Ǥ ǡ
c(τ) = Epiτ (θ|y){Dy(θ)}   ǦǦ   τ Ǥ    c   
limτ→∞ c(τ) = Dy(θˆ)  limτ→0 c(τ)ǡ      τ = τ(c)  
 (0,∞)Ǥ
 ͠    f(y) =
∫
f(y | θ)f(θ)dθ < ∞ǡ     
           
f(θ | y) = f(y | θ)f(θ)/f(y),
         Ȃ    Ǧ
   g(y | y)      f(y | θ)Ǥ   
ǡ          ǡ  
∫
f(y |
θ)f(θ)dθ =∞ǡ    ϐ        Ǧ
µ(A) =
∫
A f(y | θ)f(θ)dθǡ      Ǥ  
              Ǧ
            ǡ 
͢͟
        Đđ{g(y | y), piτ (y | y)}Ǥ   Ǧ
ǡ          ǡ   Ǧ
       Epiτ (θ|y){Dy(θ)}Ǥ    
    Epiτ (θ|y){Dy(θ)}ǡ          Ǧ
            
Đđ{g(y | y), piτ (y | y)}Ǥ
             f(θ) Ǧ
        Epiτ,y(θ){Dy(θ)}Ǥ      Ǧ
        ͠Ǥ  ǡ  ǡ Epiτ,y(θ){Dy(θ)} 1=
Epiτ (θ|y){Dy(θ)}ǡ       τ ǡ    c   ͠  ͠∗  Ǥ
 ͠∗Ǥ 
∫
f(θ)e−τDy(θ)dθ < ∞  τ > 0Ǥ    piτ(c),y(θ)  






dθ   Epi(θ){Dy(θ)} = c.
    Đđ{g(y | y),mτ(c),y(y)} ≤ cǡ 
mτ(c),y(·) =
∫
f(· | θ)piτ(c),y(θ)dθ ȋ͠Ǥ͟͞Ȍ
       Ǥ
   ͠  ͠∗      
           
p(θ | y)Ǥ   Q     q(θ)  ǡ     Ǧ
    
p∗(θ | y) = argmin
q∈Q
Đđ{q(θ), p(θ | y)}.
͢͠
      ǡ      Ǥ 
    Ǧ  f(θ | y)    Ǣ ǡ  
  ǡ ǡ 
ǡ             ϐ 
 ϐ Ǥ ǡ          
      Ǥ
              
ȋͧͤͦ͟Ȍ         θǡ    θ 
  ϐ − ∫ pi(θ) log{pi(θ)/pi0(θ)}dθǡ  pi0(θ)  ǲǳ 
      θǤ    ǡ      
      pi0(θ) ȋǡ ͧͦͣ͟ǡ Ǥ ͧ͠ȌǤ    
                
 Ǥ
ǯ  ȋǡ ͧͥͧ͟Ǣ   Ǥǡ ͧ͠͞͞Ȍ     Ǧ
 ǡ        ǯ  
 Ǥ ǯ           Ǧ
Ȃ           ǡ  
         ǡ     Ǧ
           Ǥ 
         ǡ       
 ǡ             Ǥ
     ǡ ǯ     Ǥ 	ǡ 
ǯ  ȋ   ǡ ͧͧ͟͠Ȍǡ        Ǧ
       Ǥ
      Z(β) =
∫
f(θ)eβDy(θ)dθ  
ǡ     β = −τ       ǡ 
͢͡





      ǡ      Ǧ
             
ȋ
  ǡ ͧͧͦ͟ȌǤ
 ͟Ǥ 
∫
f(θ)e−τDy(θ)dθ <∞Ǥ        
   Ȃ Dy(θ) ϔ




         τ     ǡ mτ,y(·)  
   ϔ  ȋͤǤͣ͢ȌǤ




f(y | θ)f(θ)e−τDy(θ)dθ − log
∫
f(θ)e−τDy(θ)dθ.
ǡ   τ  logmτ,y(y)ǡ     y    
  θ   f(y | θ)   g(y | y)Ǥ     ǡ  




       ȋ͠͞͞͞Ȍǡ   Ǥ ȋ͠͞͞͡Ȍǡ    
ȋͤ͠͞͞Ȍǡ  ǡ      Ǥ    
      ǡ     a0  0  1Ǥ  
 ȋ͠͞͞͞Ȍ    ϐ   a0     Ǥ 
 ȋ͠Ǥ͡Ȍ       Ǧ {y, w}   
    ϐ a0ǡ    y       wj = a0  
jǤ  ǡ y              
Ǥ    ȋ͠͞͞͞ǡ  ͥȌ ϐ      
D0 = (n0, y0, X0)   ǡ         
y0Ǥ             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ǡ        Ǥ
           Ǥ     
               ǡ
      Ǥǯ Ǥ   ͡ǡ    
    Ǥǯ      Ǥ  ǡ 
      ǡ        ǡ
        Ǥǯ    Ǥ
            Ǧ
     Ǥ       
              
        Ǧ  Ǥ 
                  
   g(y | y)ǡ         
Ǧ      log f(y | θ)       
  gˆ(y)ǡ       Ǥ 	
ǡ    g(y | y)ǡ        g(y | φˆ)ǡ
      φˆ  g(y | φ)    φǡ  
             Ǧ 
  Ǥ        Ǥ
ͤ͢
3
 ǣ ϐ 
͡Ǥ͟ ēęėĔĉĚĈęĎĔē
  ǡ            Ǥ
  ͡Ǥ͠ǡ      Ǧ  Ǥ   ͡Ǥ͡ǡ  Ǧ
          ǡ  
      ͡Ǥ͢       ͡ǤͣǤ  Ǧ
        Ǧ      ǡ
         ͡Ǥͤǡ   ͡Ǥͥ  
ͥ͢
               
 Ǥ
͡Ǥ͠ ĜĔǦĘęĆęĊ ĆėĐĔě ĕėĔĈĊĘĘ
    Ǧ Ǧ   x(t)    Ǧ
Ǥ       ǡ     Ǧ Ǧ
 ȋ  Ǥǡ ͣ͠͞͞ȌǤ        0  1    




    0  1      
k−101  k−110 ǡ ǡ         
µ = k01/(k01 + k10)     1Ǥ  λ = k01 + k10ǡ   
Pij,t(µ,λ) ≡ Pr(x(t) = j | x(0) = i) 
P00,t(µ,λ) = (1− µ) + µe−λt
P01,t(µ,λ) = µ(1− e−λt)
P10,t(µ,λ) = (1− µ)(1− e−λt)
P11,t(µ,λ) = µ+ (1− µ)e−λt ,
             
  µ  λǤ   yi = x(iδ)ǡ i = 0, 1, . . . , nǡ      
   Ǧ         
ͦ͢
   Ǥ   y0ǡ     





A = {0, 1}× {0, 1} Nij         i   jǤ
 δ   ǡ         µǡ      Ǧ
 ϐ  λǤ ǡ  δ →∞ǡ         Ǧ
  ȋµȌ ǡ     λǤ    ǡ 
   nδ      k−101  k−110 ǡ      
 ǡ          µ  λ   Ǧ
Ǥ  ǡ       ǡ     
      Ǥ       ϐ  
      Ǥ
	 ͡Ǥ͟            0  1
        nδǡ ϐ k01 = 0.1  k10 = 0.9Ǥ  ǡ 
 
1− µ {P11,δ(µ,λ)}n − (1− µ) {P00,δ(µ,λ)}n ,
 y0      Ǥ       
      ǡ         
 ȋ    ǡ        Ǧ
   ȌǤ    	 ͡Ǥ͟ǡ  nδ   ǡ  
  Ǥ   ǡ        
             
ǡ               
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	 δǡ      Ǥ 	   ǡ  ϐ µ = 1/2
    ǡ         
 g(y | λ)ǡ    λǤ          
        ǡ     
Eg(Nij | λ)   ϐ     g(y | λ)ǡ Nij   Ǧ
     i   j   Ǧ   nǤ   
    i   j         
  v# = (y#, y#+1)Ǥ       
Pr{v# = (i, j)} = µi(1− µ)1−iPij,δ(µ,λ).
ǡ











1− e−δλ) , i 1= j.
ͣ͞
        ǡ   f(µ,λ) ∝ 1ǡ  
aij =
∫
Eg(Nij | λ)g(λ | y)dλ, ȋ͡Ǥ͟Ȍ
     




    ȋ͡Ǥ͟Ȍ    Ǥ ǡ     
 ǡ        g(λ)     ǡ
aij     
a˜ij = Eg(Nij | λg = λˆg), ȋ͡Ǥ͡Ȍ
 λˆg    g(y | λ)Ǥ  a˜ij      
Ǧ     ǡ g(y | λˆg)ǡ     
  g(y | y)Ǥ       ǡ  
              Ǧ
   Ǥ










 S = N01 + N10        T = n − S    
    Ǥ          Ǧ
   S = 0ǡ         ϐ     
    ǡ  T ≤ Sǡ      g(y | λ) 
ͣ͟
;HISL ! *VTWHYPZVU VM [OL ZPTWSL WS\NPU LZ[PTH[L a˜ij ^P[O ]HS\LZ VM aij VI[HPULK ]PH U\TLYPJHS PU[L
NYH[PVU \UKLY [^V KPMMLYLU[ WYPVYZ [OL 1LMMYL`Z WYPVY HUK λ−2 <UKLY [OL U\SS TVKLS [OH[ ZL[Z µ = 1/2 [OL
WZL\KVVIZLY]H[PVUZ a11 = a00 HUK a10 = a01
a00 a01
(T, S) Ǧ  λ−2 Ǧ  λ−2
(75, 25) ͥ͡Ǥͣ͞ ͥ͡Ǥͦ͡ ͥ͡Ǥͧͤ ͟͠Ǥͣ͞ ͟͠Ǥͤ͠ ͟͠Ǥ͢͞
(90, 10) ͣ͢Ǥ͞͞ ͢͢Ǥͦ͞ ͣ͢Ǥͣ͞ ͣǤ͞͞ ͣǤ͠͞ ͢Ǥͣ͞
(98, 2) ͧ͢Ǥ͞͞ ͦ͢Ǥͥͤ ͧ͢Ǥͣ͞ ͟Ǥ͞͞ ͟Ǥ͢͠ ͞Ǥͣ͞
   λ ǡ          
 ǡ         Ǥ
 ͡Ǥ͟   Ǧ a˜ij   aij   ȋ͡Ǥ͟Ȍ     
        g(λ)ǡ       T  S
  n    n = 100Ǥ  limλ→∞ g(y | λ) = 2−n > 0ǡ   
g(λ) ∝ λ−1ǡ      ǡ      Ǥ
ǡ     λ−2     e−δλ(1− e−2δλ)−1/2Ǥ  
a˜ij        Ǥ
	 ͡Ǥ͠    ϐ        ǡ  
    δǤ      k01 = 0.1ǡ k10 = 0.9ǡ  n = 100Ǥ
  τ = 1/nǡ      Ǧ     
Ǥ        (log k01, log k10)Ǥ  
         ȋ͡Ǥ͠Ȍǡ   
             Ǥ 	 ͡Ǥ͠
        θˆ ± zα/2ˆ(θˆ)ǡ  zα/2   (1 − α/2)
       θ   log k01  log k10Ǥ 
         (25, 350)ǡ     Ǧ
  ǡ        Ǥ    
  ǡ      Ǧ     
ͣ͠
  ǡ            
  Ǥ
 nδ     ͣ͡͞ǡ     Ǧ  
  ǡ       ǡ   
ǡ  δ   ǡ       λǤ  nδ    
ͣ͠ǡ        Ǥ    
    ǡ     Ǥ 	  ǡ Ǧ
       ǡ    ǡ  
         Ǥ
͡Ǥ͡ ēęėĔĉĚĈĎēČ ĈĔěĆėĎĆęĊĘ
       Ǥ       ǡ
     y = (z,X)ǡ  z      X     Ǧ
Ǥ                Ǧ
   z X Ǥ   
f(z,X | θ, ξ) = f(z | X, θ)f(X | ξ),
 ξ      ϐ ǡ  θ  ξ     
  ȋͧͥͤ͟Ȍǡ  ǡ     ǡ f(θ, ξ) = f(θ)f(ξ)ǡ   
    Ǥ          z
X ǣ












































































































-PN\YL ! :PT\SH[PVU YLZ\S[Z MVY H JVU[PU\V\Z[PTL 4HYRV] WYVJLZZ VIZLY]LK H[ YLN\SHY [PTL PU[LY]HSZ
;Y\L ]HS\LZ ^LYL k01 = 0.1 HUK k10 = 0.9 ;OL WYVJLZZ ^HZ ZPT\SH[LK  [PTLZ MVY LHJO ]HS\L VM [OL
[PTL δ IL[^LLU VIZLY]H[PVUZ \ZPUN n = 100 PU[LY]HSZ ;OL [VW YV^ NP]LZ YLZ\S[Z MVY log k01 [OL IV[[VT
YV^ MVY log k10 ;OL ÄYZ[ JVS\TU PZ [OL YH[PV VM TLHU ZX\HYLK LYYVY MVY [OL TH_PT\T SPRLSPOVVK LZ[PTH[LZ
[V [OL TLHU ZX\HYLK LYYVY \ZPUN [OL JH[HS`[PJ WYPVY ;OL ZLJVUK JVS\TU KPZWSH`Z JV]LYHNL VM UVTPUHS  
PU[LY]HSZ ^P[O [OL KHZOLK SPUL JVYYLZWVUKPUN [V PU[LY]HSZ IHZLK VU TH_PT\T SPRLSPOVVK [OL ZVSPK SPUL JVY
YLZWVUKPUN [V WVZ[LYPVY PU[LY]HSZ \ZPUN [OL JH[HS`[PJ WYPVY ;OL [OPYK JVS\TU NP]LZ [OL YH[PV VM [OL H]LYHNL
^PK[O VM [OL SPRLSPOVVKIHZLK PU[LY]HSZ [V [OL H]LYHNL ^PK[O VM [OL WVZ[LYPVY PU[LY]HSZ +V[[LK SPULZ HYL WYV
]PKLK MVY YLMLYLUJL
ͣ͢
      










g(z, X | y) log f(z | X, θ)dzdX
}
, ȋ͡Ǥ͢Ȍ
      log f(X | ξ)       
θǤ      X         Ǧ
      z X        
         ϐ Ǥ
      ǡ       X  Ǧ
 Ǥ     Ǧϐ  (z,X)   ǡ    
   ǡ        Ǥ     
  g(X | y) ǡ    Ǥ
͡Ǥ͡Ǥ͟ ĎĘĈėĊęĊ ĕėĊĉĎĈęĔėĘ ĜĎęč ċĊĜ ĈĔĒćĎēĆęĎĔēĘ
 n      Xǡ          Ǧ
 Ǥ     ǡ         
 c         Ǥ X     Ǧ
    ȋ  n = cȌǡ       
      ǡ   g(z, X | φ) = g(z | X,φ)g(X)Ǥ
	ǡ  x′i   i  Xǡ       ǡ   Ǧ
      θǡ  ǡ f(z | X, θ) =
∏n
i=1 f(zi | xi, θ)Ǥ
ͣͣ
  g(z, X | φ, y) = g(z, X | φ)ǡ  
g(z, X | y) = g(X)
∫
g(z | X,φ)g(φ | y)dφ
= g(X)g(z | X, y).
ǡ     g(X)g(z | X, y)ǡ   ȋ͡Ǥ͢Ȍ 















g(z | X, y) log f(z | X, θ)dz
}
. ȋ͡ǤͣȌ
  Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ    ǡ  X       Ǧ
  Ǥ       τ = kǡ  k   
     Ǥ         Ǧ
  (zi, xi)ǡ      ϐ    Ǧ
   Ǥǯ     cǤ ȋ    ͠Ǥ͠Ǥ͠ ȋȌǡ
         xiǡ     τ = k/cǡ  
   ǤȌ
  ȋ͡ǤͣȌ         ϐ  Ǥ
    ǡ g(X)  g˜(X˜)ǡ  X˜     Ǧ
 X    c˜ < cǡ  c˜  c      
    ϐ ǡ Ǥ 	 τ       Ǧ
             ǡ
           ȋ͡Ǥ͢ȌǤ
ͣͤ
͡Ǥ͡Ǥ͠ ĔēęĎēĚĔĚĘ ĕėĊĉĎĈęĔėĘ
             
 c                Ǧ
  Ǥ         n 
     Ǥ   ȋ͡Ǥ͢Ȍ 





g(z | X, y) log f(z | X, θ)dz
}
. ȋ͡ǤͤȌ
             
  ǦǤ
͡Ǥ͡Ǥ͡ ĒĕĎėĎĈĆđ ĉĎĘęėĎćĚęĎĔē
	ǡ    X = X ǡ      Ǧ
       Ǥ        
 g(X | y)Ǥ         ǡ 
            g(X | y)   
ϐ        Ǥ       
          X Ǥ ǡ  




  ϐ      ͠Ǥ͠Ǥ͠  ͠Ǥ͠Ǥ͠ ȋȌǡ  
     Ǥ 	ǡ     Ǥ   ͡Ǥ͢Ǥ͠ 
 Ǧ       Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍǡ    Ǥǯ Ǧ
ͣͥ
             

 Ǥ ȋͦ͠͞͞ȌǤ   ͡Ǥ͢Ǥ͡ǡ           Ǧ
  ǡ            
 Ǥ
	     ͡Ǥ͡ǡ   y = (z,X)    z 
 X Ǥ     f(z | X, θ)   Ǧ  

zj | mj, xj, θ ∼ (mj, p(x′jθ)), (j = 1, . . . , n),
xj = (xj1, . . . , xjk)ǡ θ = (θ1, . . . , θk)ǡ  p(x′jθ) = 1/{1+exp(−x′jθ)}Ǥ    ǡ
  f(θ) ∝ 1Ǥ     ǡ      ǡ 
 ϐ       θǤ    
 θǡ       
zj | mj, xj,φ ∼ (mj, p(x′jφ)),
     g(z | X,φ)ǡ  φ = (φ1, . . . ,φkg , 0, . . . , 0)Ǥ  ǡ  
     ϐ kg < k Ǥ   Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ   Ǧ
   φ = (φ1, 0, . . . , 0)Ǥ     ǡ     ϐ 
    φ    ϐ  ǡ        
  g(φ | y)     ǦǤ  ǡ    
   g(φ)Ǥ
  ǡ        Ǧǣ
xj = (xj1, . . . , xjk), j = 1, . . . , n.
   Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍǡ     ǡ      
ͣͦ
         ǡ   n = cǢ 
 ͡Ǥ͡Ǥ͟Ǥ   ǡ  ϐ      ǡ 
   ǡ   
aj ≡
∫
Eg(y | xj,φ)g(φ | y)dφ
= mj
∫
p(x′jφ)g(φ | y)dφ, ȋ͡ǤͥȌ
  ϐ mj    Ǥ 	 ǡ     mj = 1  
jǤ    ϐ     τ    Ǧǡ  
mj = 1   j             xiǤ
    f  gǡ        Ǧ
















  τ   aj ǡ     ϐ     Ǧ
Ǥ
͡Ǥ͢Ǥ͠ ē ĊĝĆĒĕđĊ ċėĔĒ đĔČČ Ċę ĆđǤ ȋͧͧ͟͟Ȍ
    ͠Ǥ͠Ǥ͠ ȋȌǡ      Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ   Ǧ
       ϐ      g  
 τ Ǥ   Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ        
             ϐ  
   Ǥ   ͡Ǥ͠ǡ    2 × 2 × 2    
     Ǥ ȋͧͧ͟͟ǡ  ͤȌǤ    ϐ     
ͣͧ
;HISL ! ( 2× 2× 2 JVU[PUNLUJ` [HISL ^P[O [^V ZHTWSPUN aLYVZ YLWYVK\JLK MYVT ;HISL  VM *SVNN L[ HS
  
 
xj1 xj2 yj mj − yj
1 1 0 3
−1 1 9 4
1 −1 6 3
−1 −1 5 0
 20 10
 
ηj = β0 + β1xj1 + β2xj2,
ǡ    Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ ǡ           Ǧ
    ϐ   ǡ    
  ϐǤ 	     ͡Ǥ͠    Ǥǯ     Ǧ
  (βˆ0, βˆ1, βˆ2) = (0.73,−1.29,−1.23)Ǥ 	  ǡ aj = 2/3   j ǡ
      ǡ τ = 3Ǥ   ϐ  
         mj + τ/n    
  
∑n
j=1(mj + τ/n) = 33Ǥ  ͡Ǥ͡      
 N =
∑n
j=1mj = 30Ǥ   Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ    N = 30  N = 100
       ϐ    
         Ǥ
        Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍǡ      
   
  Ǥ ȋͦ͠͞͞Ȍ       Ǥ Ǧ
 ͡Ǥ͢    ǡ  ǡ      
 ǡ    
  Ǥǯ ǡ    Ǧ
   Ǥǯ Ǥ        
ͤ͞
;HISL ! ,_WLJ[LK MYLX\LUJLZ VM [OL 2 × 2 × 2 JVU[PUNLUJ` [HISL ^OLU n = 30 \ZLK MVY H ZPT\SH[PVU PU
*SVNN L[ HS   
  
xj1 xj2 E(yj) E(mj − yj)
1 1 0.5 2.9
−1 1 8.6 3.9
1 −1 5.9 3.0
−1 −1 5.0 0.2
 20 10
  Ǥ 	 N = 30ǡ       
    Ǣ N = 100ǡ   ͧ͟Ψ   Ǥ  ǡ 

  Ǥǯ        Ǥǯ      
    ǡ      Ǥ   Ǧ
  Ǧ        
 Ǥ ǡ          
 ͞Ǥͦ͢  ͞Ǥͧ͟ǡ     Ǥ ǡ      
   ǡ   Ǥǯ          Ǥ
ǡ 
  Ǥǯ    Ǧǡ        
 Ǥǯ Ǥ      ϐ    mj     Ǧ
 ͡Ǥ͠ N = 30   (10, 44, 30, 16) ȋ          ͡Ǥ͠Ȍ
N = 100ǡ          Ǥ ȋͧͧ͟͟ȌǤ  Ǥ͟
  ǡ          Ǥǯ   
           Ǥ
	 ǡ           Ǧ
  
  Ǥǯ ǡ           Ǥ

  Ǥ ȋͦ͠͞͞Ȍ         ϐǡ 
   ͟͞        ͠Ǥͣ    Ǥ ǡ   
ͤ͟
;HISL ! *VTWHYPZVU VM TH_PT\T SPRLSPOVVK 43 ZJHSLK *H\JO` :* WYPVYZ .LSTHU L[ HS  HUK
*SVNN L[ HS»Z WYPVYZ *7 MVY H ZPT\SH[LK 2 × 2 × 2 [HISL ^P[O OPNO WYVIHIPSP[` VM ZHTWSPUN aLYVZ 
ZPT\SH[LK KH[H ZL[Z ^LYL NLULYH[LK *VTWHYL [V ;HISL  VM *SVNN L[ HS   
N = 30 N = 100
     
͟Ǥ 	      ͞Ǥͦ͢ ͟ ͟ ͞Ǥͧ͟ ͟ ͟
͠Ǥ    ȋ Ȍ
ȋȌ βˆ0 Ǥ͠͡ Ǥ͠͠ Ǥͧ͠ Ǥͥ͞ Ǥͤ͞ Ǥͤ͞
ȋȌ βˆ1 Ǥͥ͠ Ǥ͡͞ Ǥͤ͠ Ǥ͟͟ Ǥ͟͠ Ǥ͟͟
ȋȌ βˆ2 Ǥͦ͠ Ǥ͟͡ Ǥͥ͠ Ǥ͟͠ Ǥ͟͡ Ǥ͟͠
͡Ǥ   ͧͣΨ   ϐ
ȋ     Ȍ
ȋȌ β0 ͧͤǤ͢ ͧͤǤͧ ͧͤǤͦ ͧͣǤͣ ͧͣǤͥ ͧͣǤ͡
ȋȌ β1 ͧ͢Ǥͧ ͦͧǤͥ ͧ͢Ǥ͢ ͧͤǤͧ ͧ͠Ǥͧ ͧͣǤ͞
ȋȌ β2 ͧ͡Ǥͦ ͦͧǤͤ ͧ͡Ǥͧ ͧͤǤͧ ͧ͠Ǥ͠ ͧ͢Ǥͦ
͢Ǥ   ͧͣΨ   
ȋ     Ȍ
ȋȌ (xj1, xj2) = (−1,−1) ͧ͡Ǥͣ ͦͦǤ͡ ͧ͡Ǥ͞ ͧͤǤͦ ͧ͠Ǥ͞ ͧ͢Ǥ͢
ȋȌ (1,−1) ͧͥǤ͡ ͧͥǤ͟ ͧͥǤͦ ͧͣǤ͢ ͧͣǤͣ ͧͣǤͤ
ȋȌ (−1, 1) ͧͥǤ͞ ͧͤǤͤ ͧͥǤ͠ ͧͣǤͥ ͧͣǤͦ ͧͣǤͦ
ȋȌ (1, 1) ͧ͡Ǥͦ ͦͧǤͤ ͧ͡Ǥͧ ͧͤǤͤ ͧ͠Ǥͤ ͧ͢Ǥ͢
ͣǤ   ͧͣΨ   
ȋ Ȍ
ȋȌ (xj1, xj2) = (−1,−1) ͢Ǥͦ͟ ͢Ǥͥ͟ ͢Ǥͧ͞ ͡Ǥͤ͠ ͠Ǥͦ͟ ͡Ǥ͞͠
ȋȌ (1,−1) ͠Ǥͧͦ ͠Ǥͦ͠ ͠Ǥͧ͟ ͟Ǥͣ͡ ͟Ǥͧ͢ ͟Ǥͣ͞
ȋȌ (−1, 1) ͠Ǥͣͣ ͠Ǥͦ͡ ͠Ǥͥ͢ ͟Ǥ͟͡ ͟Ǥͦ͠ ͟Ǥͧ͠
ȋȌ (1, 1) ͢Ǥ͡͞ ͡Ǥͦͧ ͢Ǥ͟͡ ͡Ǥ͞͠ ͠Ǥͤ͠ ͠Ǥͥͦ
ͤ͠
      Ǥ      
    Ǥ   
  Ǥǯ ǡ      
 ǡ          
ϐ    ǡ         
   Ǥ          
     Ǥ
͡Ǥ͢Ǥ͡ ĎĒĚđĆęĎĔēĘ ĜĎęč ĎēęĊėĆĈęĎĔēĘ
            
ǡ            Ǥ   
       
  Ǥ ȋͦ͠͞͞Ȍǡ     
±0.5Ǥ 	 ͡Ǥ͡    ϐ  Ǥ 	 ͡Ǥ͢Ȃ͡Ǥͤ   
ϐ 1000   mj = 1   jǡ      Ǧ
             Ǧ
   Ǥ 	 ͡Ǥ͢        
  x′jβǡ     ϐ β   Ǥ  
n = c = 28  ǡ     ǡ     
  Ǥ             τ  
       ǡ     Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍǡ  
              Ǥ 	Ǧ
 ͡Ǥͣ  ͡Ǥͤ   ǡ ǡ  ͧͣΨ    Ǥ
 ǡ         Ǥ   Ǧ
   N = 120     ±0.5  0.5Ǣ
 	 ͡ǤͥȂ͡ǤͧǤ   ǡ 100        Ǥ
 ϐ       1000     
ͤ͡



































-PN\YL ! -V\Y JVLMÄJPLU[ ]LJ[VYZ \ZLK PU YLNYLZZPVU ZPT\SH[PVUZ ^P[O H ZTHSS ZWHYZL PU[LYHJ[PVUZ I
TLKP\T ZWHYZL PU[LYHJ[PVUZ J SHYNL ZWHYZL PU[LYHJ[PVUZ HUK K TLKP\T KLUZL PU[LYHJ[PVUZ ;OL JPYJSLZ
KLUV[L [OL PU[LYJLW[ [LYTZ [OL [YPHUNSLZ [OL THPU LMMLJ[Z HUK [OL ×»Z [OL [^V^H` PU[LYHJ[PVUZ
  ϐ        Ǥ     
ǡ   X      ǡ   n = c = 28Ǥ   
  ǡ        Ǥ 	  
 ǡ       Ǥ 	 ǡ  ϐ   Ǧ
ǡ          106     Ǥ
          ǡ  ȋ
Ȍ         ϐ 
1000    ǡ ǡ  Ǥ  ͡Ǥͣ 
             
       Ǥ     
     Ǥ      29   1000
Ǧ   ǡ  Ǧ    Ǧ Ǧ
 Ǧ Ǥ      ǡ ǡ  ϐ
  ǡ  Ǧ   Ǥ
         ǡ     
ǡ      Ǥ    
      
  Ǥ ȋͦ͠͞͞ȌǤ      
   ǡ      Ǧ    
ͤ͢
     ǡ     ǡ  ǡ 
 Ǥ   ǡ    Ǧ  
       ǡ    ǦǤ  
   ǡ          
  Ǥ
             ǡ 
Ǧ Ǥ            Ǧǡ   
   Ǧ Ǥ   ǡ        Ǧ
                
     Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍǡ       
           Ǥ  Ǧ
            
ǡ       Ǥ
     ǡ       Ǧ
 Ǥ         ǡ   
         ǡ    Ǧ
 ǡ  Ǧ  Ǧ  Ǧ
   Ǥ          Ǧ
ǡ            Ǧ
  Ǥ
ǡ       Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ ȋǦ  
 τ = kȌ  ǡ   ϐ     ǡ 
     Ǥ  ǡ     
 ǡ    ϐ       Ǥ 
    ǡ       Ǥ ǡ   
      ǡ         
ͤͣ
;HISL ! ;OL MYHJ[PVU VM ZPT\SH[LK KH[HZL[Z V\[ VM 1000 MVY ^OPJO [OL TH_PT\T SPRLSPOVVK ZVM[^HYL MHPSLK
[V JVU]LYNL HUK MVY ^OPJO P[ UVTPUHSS` JVU]LYNLK I\[ YL[\YULK Z[HUKHYK LYYVYZ NYLH[LY [OHU 1000 MVY MV\Y
KPMMLYLU[ [Y\L JVLMÄJPLU[ ]LJ[VYZ :THSS TLKP\T SHYNL ZWHYZL HUK KLUZL YLMLY [V [OL THNUP[\KLZ HUK
U\TILY VM UVUaLYV JVLMÄJPLU[Z MVY [^V^H` PU[LYHJ[PVUZ
	  ȋN = 256Ȍ   ȋN = 120Ȍ
  > 1000   > 1000
ǡ  0 .003 .351 .062
ǡ  0 .003 .583 .053
ǡ  .005 .033 .959 .012
ǡ  0 0 .796 .028





     z X ǡ  z      n X   n×k
 Ǥ    f(z | X, θ) 
z | X, θ ∼ N(Xβ,σ2I),
 θ = (β,σ2)Ǥ X  n×kǤ          z Ǧ
 Xǡ            
 (z,X)  (z, X)Ǥ  ǡ  X  X ′X+(τ/n)X ′X
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ML SC Int ME
-PN\YL ! :PT\SH[PVU YLZ\S[Z MVY H SVNPZ[PJ YLNYLZZPVU ^P[O LPNO[ IPUHY` JV]HYPH[LZ PU H M\SS MHJ[VYPHS KLZPNU
H¶K JVYYLZWVUK [V [OL JVLMÄJPLU[ ]LJ[VYZ ZOV^U PU -PN\YL H¶K YLZWLJ[P]LS ` )V_ WSV[Z VM [OL TLHU
ZX\HYLK LYYVYZ MVY LZ[PTH[PUN [OL [Y\L SPULHY WYLKPJ[VYZ x′jβ j = 1, . . . , 28 MVY TH_PT\T SPRLSPOVVK 43
ZJHSLK *H\JO` :* WYPVYZ JH[HS`[PJ WYPVYZ ^P[O PU[LYJLW[VUS` WYPVY NLULYH[PUN TVKLS 0U[ ISHJR KHZOLK
SPUL HUK ^P[O WYPVY NLULYH[PUN TVKLS [OH[ PUJS\KLK HSS THPU LMMLJ[Z 4, YLK KV[[LK SPUL ;OL ZOHKLK YL
NPVUZ MVY JH[HS`[PJ WYPVYZ JVYYLZWVUK [V ]HY`PUN τ  ( ]LY[PJHS SPUL PZ PUJS\KLK H[ τ = k [OL ^LPNO[ Z\N




PZ [OL U\TILY VM WHYHTL[LYZ PU [OL M\SS TVKLS [OH[
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ML SC Int ME
-PN\YL ! :PT\SH[PVU YLZ\S[Z MVY H SVNPZ[PJ YLNYLZZPVU ^P[O LPNO[ IPUHY` JV]HYPH[LZ HUK N = 120 [V[HS
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ML SC Int ME
-PN\YL ! *V]LYHNL VM PU[LY]HSZ MVY SVNP[Z PU H SVNPZ[PJ YLNYLZZPVU ZPT\SH[PVU ^P[O LPNO[ IPUHY` JV]HYPH[LZ
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ML SC Int ME
-PN\YL  ! >PK[O VM PU[LY]HSZ MVY SVNP[Z PU H SVNPZ[PJ YLNYLZZPVU ZPT\SH[PVU ^P[O LPNO[ IPUHY` JV]HYPH[LZ HUK
N = 120 [V[HS VIZLY]H[PVUZ
ͥ͠
	     g(y | φ)ǡ   
z | X,φ ∼ N(Xgβg, σ2gI)
 φ = (βg, σ2g) Xg   n× kg     kg    X Ǥ 
uj   j  X ǡ ǡ ǡXg = (u1 · · · ukg)ǡ  kg    X ′gXg 
 Ǥ     g(βg, σ2g) ∝ 1/σ2g ǡ     σ2g 




 ėĘĘg = ||z−Xgβˆg||2ǡ || · ||   ǡ  βˆg = (X ′gXg)−1X ′gz   
  Ǥ   σ2g ǡ      z 
z | σ2g , y ∼ N(Xgβˆg, σ2g{In +Xg(X ′gXg)−1X ′g}),
Xg      ϐ kg  XǤ
 γˆg = (βˆg, 0, . . . , 0)   kǦ   ϐ     ϐ  Ǧ
   Xg ǡ   k∗g = {(X ′gXg/n)−1(X ′gXg/n)}ǡ     
     Ǧ       Ǧ
ǡ  k∗g ≈ kg Ǥ   ȋ͡ǤͤȌ    
σ2 | y ∼ τ{1 + k
∗
g/n}Eg(σ2g | y) + ėĘĘf
χ2n+τ−k





g | y) = ėĘĘg/(n− kg − 2),
Vβ = {X ′X + (τ/n)X ′X}−1,
βˆ = Vβ{X ′z + (τ/n)X ′Xγˆg},
ėĘĘf = ||z −Xβˆ||2 + (τ/n)||Xγˆg −Xβˆ||2.
ǡ τ > k − n     Ǥ      
τ       Ǧǡ          Ǧ
ϐ  ǡ      Ǧ    
n+τ       ϐ   Ǥ   
   Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ   τ = k    ǡ   ǡ  
  Ǥ
͡ǤͣǤ͠ ĎĒĚđĆęĎĔē
           ϐ  
     ͡Ǥ͢Ǥ͡Ǥ   n = 30      28
      ǡ   1000     
ϐ Ǥ ǡ    ϐ   
     ϐ     Ǧ   37 
  Ǥ 	   ǡ       
 XǤ 	 ͡Ǥ͟͞Ȃ͡Ǥ͟͡     ǡ ǡ   
      x′jβ       ǡ
   Ǧ   ǡ     
      Ǥ        
    Ǥ  ǡ        
ͥ͢
   
p(σ2, β1) ∝ 1,
(β[−1] | σ2, β1) ∼ N(0, σ2λ−1(X ′[−1]X[−1])−1),
 β[−1] = (β2, . . . , βk)ǡ X[−1]       ϐ   X ǡ  λ  
   Ǥ
          ǡ   
            Ǣ  	 ͡Ǥ͟͞ȋȌ
 ȋȌǤ ǡ          
      Ǥ ǡ      Ǧ
      ǡ       
  Ǧ     ǡ     
     Ǧ   Ǣ  	 ͡Ǥ͟͟ 
͡Ǥ͟͠Ǥ 	         τ ǡ    
 Ǧ    ϐ     Ǥ ǡ 
      Ǧ     
Ǧ      ǡ   	 ͡Ǥ͟͟ȋȌǤ  ǡ 
   Ǧ  ϐ     ǡ  
 Ǥ
ǡ    ϐ     ǡ  
  Ǧ          
Ǧ   Ǥ 	  ϐ     ǡ
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ML Ridge Int ME
-PN\YL ! 4LHU ZX\HYLK LYYVY MVY SPULHY YLNYLZZPVU ^P[O n = 30 LPNO[ IPUHY` WYLKPJ[VYZ HUK HSS [^V
^H` PU[LYHJ[PVUZ 4H_PT\T SPRLSPOVVK 43 \ZLZ VUS` [OL THPU LMMLJ[Z (SZV ZOV^U HYL YLZ\S[Z MVY [OL JH[
HS`[PJ WYPVYZ \ZPUN WYPVY NLULYH[PUN TVKLSZ ^P[O PU[LYJLW[ VUS` 0U[ HUK ^P[O HSS THPU LMMLJ[Z 4, H¶K
\ZL [OL JVLMÄJPLU[ ]LJ[VYZ VM -PN\YLZ H¶K YLZWLJ[P]LS ` 9PKNL YLNYLZZPVU YLZ\S[Z 9PKNL HYL ZOV^U
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0.05 0.1 0.25 0.5 1 2
-PN\YL ! -YHJ[PVU VM   PU[LY]HSZ MVY SPULHY WYLKPJ[VYZ x′jβ [OH[ OH]L JV]LYHNL H[ SLHZ[   ;OL NYH`
]LY[PJHS SPUL PZ H[ τ = k [OL Z\NNLZ[PVU PU *SVNN L[ HS    MVY SVNPZ[PJ YLNYLZZPVU ;OL ISHJR ZVSPK SPUL PZ
MVY [OL JH[HS`[PJ WYPVYZ ^P[O PU[LYJLW[VUS` WYPVY NLULYH[PUN TVKLS" [OL KHZOLK SPUL PZ MVY [OL JH[HS`[PJ WYPVYZ
^P[O WYPVY NLULYH[PUN TVKLS [OH[ PUJS\KLZ HSS THPU LMMLJ[Z" [OL KV[[LK SPUL PZ MVY TH_PT\T SPRLSPOVVK \ZPUN
VUS` [OL THPU LMMLJ[Z" HUK [OL KHZOLKKV[[LK SPUL PZ [OL TH_PT\T MYHJ[PVU HJOPL]LK ^P[O YPKNL YLNYLZZPVU
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1 5 50 0.05 1 0.1 1
ML Ridge Int ME
-PN\YL ! >PK[O VM   PU[LY]HSZ MVY SPULHY WYLKPJ[VYZ x′jβ PU H SPULHY YLNYLZZPVU ZPT\SH[PVU ;OL yH_LZ
MVY [OL [VW HUK IV[[VT YV^Z OH]L KPMMLYLU[ ZJHSLZ
ͥͧ
 Ǥ
͡Ǥͤ ĆęĊēę ěĆėĎĆćđĊ Ćēĉ ĒĚđęĎđĊěĊđ ĒĔĉĊđĘ
     y   θ        Ǧ
   y    vǣ
f(y | θ) =
∫
f(y, v | θ)dv.
         Ǥ     Ǧ
           f(y, v | θ)   
    g(y, v | φ)ǡ 




g(y, v | y) log f(y, v | θ)dydv
}
. ȋ͡ǤͦȌ
͡ǤͤǤ͟ 	ĎēĎęĊ ĒĎĝęĚėĊ ĒĔĉĊđĘ
         JǦ  




 θ = (λ, β)ǡ λ = (λ1, . . . ,λJ)       
∑J
j=1 λj = 1ǡ β =
(β1, . . . , βJ)ǡ  h(yi | βj)      βj Ǥ      Ǧ
 
vi | θ ∼ (1,λ)
yi | vi, θ ∼ h(· | βvi),
ͦ͞
 vi           
  yiǤ
         Ǥ  Ǧ 
         Ǥ 
Ǧ ǡ    ǡ       Ǧ
 ǡ              Ǧ
Ǥ  y = (y1, . . . , yn)  v = (v1, . . . , vn)ǡ  Ǧ  





{λjh(yi | βj)}1(vi=j) ,
 1(vi = j)       1  vi = j  0 Ǥ  y 

















pij = Prg(vi = j | y)
C(βj) = Eg {log h(yi | βj) | y} .
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 xi = (xi1, . . . , xik)       iǡ α = (α1, . . . ,αJ)ǡ  αj =
(αj1, . . . ,αjk)Ǥ   Ǧ       αJ = (0, . . . , 0)Ǥ
  ǯ         
X Ǥ       Ǧ 
        Ǥ   ϐ ǡ
     ǣ
͟Ǥ Ǧ ǡ  Ǣ
͠Ǥ Ǧ ǡ  Ǣ
͡Ǥ     ǡ  Ǣ
͢Ǥ     ǡ  Ǣ 
ͣǤ Ǧ Ǥ
        E ȋ ǲǳȌǡ    
log{Wi(Zi)} ∼ N(x′iβh, σ2h) ȋ͡Ǥ͟͟Ȍ
  i    hǡ  h ∈ E Ǥ
͡ǤͥǤ͠ ĆęĆđĞęĎĈ ĕėĎĔėĘ
     ͡ǤͥǤ͟ǡ        
 v = (v1, . . . , vn)    W Ǥ   ǡ     
         ǣ   
      ǦǤ     Ǥ ȋ͠͞͞͞Ȍǡ
       Ǧ   1/2   
ͦͣ
ǡ         ǯ  xi  Ǧ
   viǤ ǡ   ǡ  Ǧ Ǧ
   Ǧ 










f(ui | xi, βh, σ2h)
}1(i∈h)]
, ȋ͡Ǥ͟͠Ȍ
 v = (v1, . . . , vn)ǡ ui = log{Wi(Zi)}ǡ u = (u1, . . . , un)ǡ f(ui | xi, βh, σ2h) 
         x′iβh   σ2hǡ  1(i ∈ h) 
    (vi, Zi)     hǤ 	  Ǧǡ 
 n = n  X = X ǡ           
 Ǥ
 ȋ͡Ǥ͟͠Ȍ ϐ     f(y | X, θ)     
 ȋ͡ǤͤȌǤ  ϐ           gǡ
    log f(y | X, θ)  g(y | y)ǡ     
τ Ǥ ǡ    ǡ   ϐ      
  g(y | y)ǡ        ϐ  
  φˆ  g(y | φ)      log f(y | X, θ) 
g(y | φˆ)ǡ    Ǥ
      θǡ  



















(ui − x′iβh)2 | i ∈ h
}])
,
        g(y | φˆ)Ǥ
ͦͤ
        α   (βh, σ2h)Ǥ   
 ǡ           ǡ
    Ǥ 	ǡ  τα          αǤ ǡ







   1/n            ͡Ǥ͡Ǥ 
   τα   n = 13 794      Ǥ      
       Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ      
     Ǧ     Ǧ ǡ 
 Ǧ Ǥ












(ui − x′iβh)2 | i ∈ h
}]
     Ǧ  Ǥ     ͡Ǥ͡ǡ   
       ǡ       
   





g(z | X, y) log f(z | X, θ)dz
}
.
ǡ   Pr(i ∈ h)          i ǡ  
  τ  nǡ   
∑n
i=1 Pr(i ∈ h)Ǥ  τh      
ͦͥ
   (βh, σ2h)   rih = Pr(i ∈ h)ǡ  
piτ,y(βh, σ
2











σˆ2h + ||x′i(βh − βˆh)||2
}]
, ȋ͡Ǥ͟͢Ȍ
 σˆ2h  βˆh       Ǥ  τh > k  f(βh, σ2h) ∝

















 Λh = (r1h, . . . , rnh)/
∑n
i=1 rihǤ
͡ǤͥǤ͡ čĔĎĈĊ Ĕċ ĕėĎĔė ČĊēĊėĆęĎēČ ĒĔĉĊđ
      Ǥ  ϐ       
ǡ    Ǥ          
           Ǧ
       Ǥ       
             
 Ǥ          ǡ  
       Ǥ       
 ǡ  52ǡ 130ǡ  208    Ǥ 	  Ǥ ȋ͟͠͞͠Ȍ Ǧ
     ǡ         
   Ǥ
           
ǡ     ǡ      
ͦͦ
 ǡ        Ǧ  ȋ	
 Ǥǡ ͟͠͞͠ȌǤ  ϐ           
      ǡ    ϐ   
  ǡ                 
Ǥ
͡ǤͥǤ͢ čĔĎĈĊ Ĕċ τ
	ǡ             Ǥ  
τα = 5ǡ      n = 13 794ǡ          
α    Ǥ     Pr(i ∈ h)       
      τh = τβ,σ   h     
     Ǧ    Ǥ  
  τβ,σ      kǡ     X ǡ    
 Ǥ ǡ k = 23ǡ     τβ,σ = 24Ǥ   τβ,σ > k 
          E       
 ȋ 	  Ǥǡ ͟͠͞͠ǡ  ͡ȌǤ ǡ        k
          ǡ   
 k ǦǤ   τβ,σ > k       
      α   (βh, σ2h)       
ταǤ
 τα  τβ,σ          
Ǧ        ǡ   Ǧ
 Ǥ            Ǧ
   13 794     Ǧ  ǡ ǡ 
τα/(τα+13 794)      ϐ  αǡ     
     ϐ      
ͦͧ
      ϐǤ ǡ      
         ϐ Ǧ 
    Ǥ
͡ǤͥǤͣ ĊĘĚđęĘ
       52       ͡ǤͥǤ͠ǡ  τα =
5  τβ,σ = 24Ǥ 	 ͡Ǥ͟͢        
ǣ
Ȉ ∆(ZS)ǡ        Ǣ
Ȉ ∆(DS)ǡ        Ǣ 
Ȉ ∆(DW )ǡ        Ǧ Ǥ
ǡ         	  Ǥ ȋ͟͠͞͠ȌǤ
ǡ     ǡ 	  Ǥ ȋ͟͠͞͠Ȍ   
∆(DS) = 0ǡ        ǡ  
  Ǥ  ǡ     ∆(DS)      
 ǡ    Ǥ        
         Ǥ   
    Ǥ          
     Ǥ
͡Ǥͦ ĔēĈđĚĘĎĔē
  ǡ           
Ǥ    ǡ      Ǥ 
 ǡ       Ǥ ȋͧͧ͟͟Ȍ        
ͧ͞
−0.030 −0.020 −0.010 0.000
(a)
Δ(ZS)
−0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0.00
(b)
Δ(DS)
0.0 0.2 0.4 0.6
(c)
Δ(DW)
-PN\YL ! 7VZ[LYPVY KPZ[YPI\[PVUZ VM H]LYHNL LMMLJ[Z VM H HZZPNUTLU[ [V [YLH[TLU[ VU LTWSV`TLU[
I YLJLPW[ VM [YLH[TLU[ VU LTWSV`TLU[ MVY JVTWSPLYZ HUK J YLJLPW[ VM [YLH[TLU[ VU ^HNLZ MVY HS^H`Z
LTWSV`LK JVTWSPLYZ MVY [OL KH[H H[ ^LLR 52 :VSPK ]LY[PJHS SPULZ NP]L TH_PT\T SPRLSPOVVK LZ[PTH[LZ YL
WVY[LK PU -Y\TLU[V L[ HS  ;OL ZVSPK KLUZP[` J\Y]L PZ [OL LZ[PTH[LK WVZ[LYPVY KPZ[YPI\[PVU \UKLY [OL
WYPVY NLULYH[PUN TVKLS [OH[ VUS` PUJS\KLZ HU PU[LYJLW[ HUK [OL KLZPNU ^LPNO[Z HZ JV]HYPH[LZ" [OL KHZOLK
J\Y]L PZ \UKLY [OL WYPVY NLULYH[PUN [OH[ WVVSZ [OL KH[H HJYVZZ [PTL
    Ǥ     ǡ  ͡Ǥͥ  
             Ǧ
ǡ   ͡ǤͤǤ͠          
   ȋ͟͠͞͡Ȍǡ       Ǥ
      Ǥ         
        g    τ Ǥ 
              Ǧ
ǡ            




Ǥ͟ ĚĕĕđĊĒĊēęĆėĞ ęĆćđĊĘ Ćēĉ ċĎČĚėĊĘ
ͧ͠
;HISL (! *VTWHYPZVU VM TH_PT\T SPRLSPOVVK 43 ZJHSLK *H\JO` :* WYPVYZ .LSTHU L[ HS  HUK
*SVNN L[ HS»Z WYPVYZ *7 MVY H ZPT\SH[LK 2 × 2 × 2 [HISL ^P[O OPNO WYVIHIPSP[` VM ZHTWSPUN aLYVZ 
ZPT\SH[LK KH[H ZL[Z ^LYL NLULYH[LK 0U JVU[YHZ[ [V ;HISL  OLYL [OL YV^ [V[HSZmj ^LYL Ä_LK MVY HSS ZPT
\SH[PVUZ
N = 30 N = 100
     
͟Ǥ 	      ͞Ǥͥ͢ ͟ ͟ ͞Ǥͦͧ ͟ ͟
͠Ǥ    ȋ Ȍ
ȋȌ βˆ0 Ǥ͢͠ Ǥͧ͟ Ǥͣ͠ Ǥͤ͞ Ǥͣ͞ Ǥͤ͞
ȋȌ βˆ1 Ǥͤ͠ Ǥͦ͠ Ǥ͢͠ Ǥ͟͟ Ǥ͟͡ Ǥ͟͠
ȋȌ βˆ2 Ǥͧ͠ Ǥͧ͠ Ǥͤ͠ Ǥ͟͟ Ǥ͟͡ Ǥ͟͠
͡Ǥ   ͧͣΨ   ϐ
ȋ     Ȍ
ȋȌ β0 ͧͥǤ͡ ͧͥǤ͠ ͧͥǤͣ ͧͣǤͧ ͧͤǤ͢ ͧͤǤ͞
ȋȌ β1 ͧ͡Ǥͧ ͧ͟Ǥ͠ ͧ͡Ǥͧ ͧͥǤ͟ ͧ͠Ǥ͠ ͧͣǤͣ
ȋȌ β2 ͧ͟Ǥͤ ͦͦǤ͞ ͧ͡Ǥ͠ ͧͤǤͧ ͧ͠Ǥͦ ͧͣǤ͢
͢Ǥ   ͧͣΨ   
ȋ     Ȍ
ȋȌ (xj1, xj2) = (−1,−1) ͧ͠Ǥ͟ ͦͥǤͦ ͧ͠Ǥͦ ͧͥǤ͞ ͧ͠Ǥ͞ ͧͣǤ͞
ȋȌ (1,−1) ͧͥǤ͡ ͧͣǤͦ ͧͥǤͧ ͧͣǤ͡ ͧͣǤͣ ͧͣǤͥ
ȋȌ (−1, 1) ͧͥǤ͟ ͧͤǤͧ ͧͥǤ͠ ͧͣǤͥ ͧͣǤͥ ͧͣǤͧ
ȋȌ (1, 1) ͧ͡Ǥͥ ͧ͞Ǥͣ ͧ͟Ǥͤ ͧͤǤͦ ͧ͠Ǥ͡ ͧ͢Ǥͣ
ͣǤ   ͧͣΨ   
ȋ Ȍ
ȋȌ (xj1, xj2) = (−1,−1) ͢Ǥͥͤ ͢Ǥͧ͞ ͢Ǥͦ͟ ͡Ǥ͢͡ ͠Ǥͦͤ ͡Ǥͧ͞
ȋȌ (1,−1) ͠Ǥͦͣ ͠Ǥͤͧ ͠Ǥͥͥ ͟Ǥͣ͟ ͟Ǥͥ͢ ͟Ǥͦ͢
ȋȌ (−1, 1) ͠Ǥ͢͡ ͠Ǥͦ͠ ͠Ǥͤ͡ ͟Ǥͦ͠ ͟Ǥͣ͠ ͟Ǥͤ͠
















































0.05 0.5 2 0.05 0.5 2
SC Int ME
-PN\YL (! :PT\SH[PVU YLZ\S[Z MVY H SVNPZ[PJ YLNYLZZPVU ^P[O LPNO[ IPUHY` JV]HYPH[LZ HUK N = 120 [V[HS
VIZLY]H[PVUZ ;OLZL HYL [OL ZHTL YLZ\S[Z HZ PU -PN\YL  L_JLW[ [OH[ TLHU ZX\HYLK LYYVY PZ WSV[[LK VU H









































































0.05 0.5 2 0.05 0.5 2
SC Int ME
-PN\YL (! >PK[O VM PU[LY]HSZ MVY SVNP[Z PU H SVNPZ[PJ YLNYLZZPVU ZPT\SH[PVU ^P[O LPNO[ IPUHY` JV]HYPH[LZ HUK




















1 5 50 0.05 1 0.1 1


















1 5 50 0.05 1 0.1 1


















1 5 50 0.05 1 0.1 1


















1 5 50 0.05 1 0.1 1
ML Ridge Int ME
-PN\YL (! *V]LYHNL VM   PU[LY]HSZ MVY SPULHY WYLKPJ[VYZ x′jβ PU [OL SPULHY YLNYLZZPVU ZPT\SH[PVU KL
ZJYPILK PU :LJ[PVU  ( aVVTLKV\[ ]LYZPVU VM -PN\YL 
ͧͤ
Ǥ͠ ĔĒĕĆėĎēČ Ć ĈĆęĆđĞęĎĈ ĕėĎĔė ĜĎęč Ć čĎĊėĆėĈčĎĈĆđ ĒĔĉĊđ
                 
             Ǧ
  gǤ     ǡ        Ǧ
       Ǥ         
   Ǥ ǡ         yi | θ ∼ N(βi, σ2)ǡ
  i = 1, . . . , nǡ  θ = (β1, . . . , βn, σ2)Ǥ 	   ǡ   
   yi | φ ∼ N(µ, V )ǡ  φ = (µ, V )       Ǧ
  Ǥ   ǡ         
ǣ
f(y | θ) : yi | θ ∼ N(βi, σ2) ǡ i = 1, . . . , nǡ ȋǤ͟Ȍ
f(θ) ∝ 1/σ2
g(y | φ) : yi | φ ∼ N(µ, V ) ǡ i = 1, . . . , nǡ
g(φ) ∝ 1/V.
       
yi | θ, µ ∼ N(βi, σ2) ǡ i = 1, . . . , nǡ ȋǤ͠Ȍ
β | µ, σ2 ∼ N(µ1n, τ−1σ2In)
p(µ, σ2) ∝ 1/σ2,
 β = (β1, . . . , βn)Ǥ   ǡ τ    ϐ ȋ τ   Ǧ
   ϐ ȋǤ͟Ȍǡ          ȌǤ 
            
ͧͥ
 βi       ǡ  τ     Ǥ
        β    yǡ  
       ȋǤ͠ȌǤ    ǡ  























(yi − y¯)2 1
χ2n−1
.
         f  gǡ  





















(yi − y¯)2 1
χ2τn
.
ǡ   ǡ        βiǤ ǡ   Ǧ
 ǡ   βiǯ      ǡ   
   Ǥ  τ    nǡ    Ǥ
               Ǧχ2
   σ2  ϐ     τ    ǡ  Ǧ
  τ    Ǥ        Ǧǡ  
          σ2   τ   ͞Ǥ































   ǡ    	 Ǥ͢Ǥ  τ < n/(n − 2)ǡ   
 ǡ     βi   τ Ǥ    
ͧͦ
    yiǡ  σ2 µ
 βǡ N(µ, σ2(1 + τ−1))Ǥ ǡ  τ   ǡ     Ǧ
 σ2             y¯Ǥ  
 ǡ βi       τ > 2/nǡ     ǡ 
  τ ǡ           
  ϐ  Ǥ





















-PN\YL (! ;OL WVZ[LYPVY ]HYPHUJL =HY(βi|y) ]LYZ\Z τ  ^OLU n = 10 HUK∑ni=1(yi − y¯)2 = n − 3 ;OL
ZVSPK SPUL PZ MVY [OL WVZ[LYPVY \UKLY [OL JH[HS`[PJ WYPVY [OL KHZOLK SPUL \UKLY [OL OPLYHYJOPJHS TVKLS ;OL
WVZ[LYPVY ]HYPHUJL \UKLY [OL JH[HS`[PJ WYPVY KVLZ UV[ L_PZ[ PM τ ≤ 2/n
        τ  ϐ    ǡ     Ǧ
   Ǥ        Ǧ
            
 ǡ   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